OSNOVNE JEDNACINE ZA RAVNE MONOHROMATSKE TALASE

1.1 MAKSVELOVE JEDNACINE ZA RAVNE MONOHROMATSKE TALASE

Visokofrekventne pojave, kakve se Cesto srecu u optici, karakteriSu se periodima istog reda
veli¢ine ili znatno manjim od karakteristi¢nih vremena sredine (npr. vreme relaksacije, period
sopstvenih oscilacija) kao i talasnim duzinama uporedivim ili znatno manjim od njenih
karakteristi¢nih duzina (npr. srednje rastojanje izmedu atoma, srednji slobodni put). Zbog toga, u
slucaju brzo promenljivih polja nije visSe mogu¢ uobicajeni prelaz sa elektrodinamike vakuuma na
elektrodinamiku materijalnih sredina usrednjavanjem Maksvelovih jedna¢ina za pravo
elektromagnetno polje. Ovde se vise ne mogu dobro definisati pojmovi fizi¢ki beskona¢no malog
elementa zapremine, kao i fizicki beskonacno malog intervala vremena, te viSe nije mogucée ni
usrednjavanje po beskona¢no malom elementu zapremine oko uocene tacke i po beskonacno malom
intervalu vremena oko uocenog trenutka. Takode, u visokofrekventnim poljima sva naelektrisanja
ponasSaju se uglavnom na isti nacin, zato ni podela naelektrisanja na slobodna 1 vezana viSe nije
moguca. Zbog toga, kao polazna tacka moraju se uzeti Maksvelove jednaine za mikrofizicka
elektromagnetna polja, dobijene usrednjavanjem samo po ansamblu identi¢nih sistema, pri ¢emu se
sva naelektrisanja dele na spoljasnja i unutrasnja.

Ako ipak pretpostavimo da se u prvoj aproksimaciji moZze govoriti o usrednjavanju po
beskona¢no malom elementu zapremine i po fizicki beskona¢no malom intervalu vremena, mozemo

koristiti 1 uobic¢ajeni oblik Maksvelovih jednacina za materijalne sredine:

divD=p, (1.2)
divB=0, (1.2)
rotE:—@ : (1.3)
ot
. oD
rotH=j+—, 1.4
I+ (1.4)

gde se sa p i J oznacavaju srednje vrednosti prostorne i strujne gustine ukupnih slobodnih
naelektrisanja: p=p,+p,, J=]J, +J,. Vektori elektricne indukcije i jacine elektri¢nog polja su
oznaceni kao: D=g,E+P i H=1/4B—-M . Smisao veli¢cina D i H sledi iz odgovaraju¢ih
materijalnih jednacina, koje u slu¢aju brzopromenljivih polja imaju nesto slozeniji oblik.Veli¢ine P

i M su jacine elektri¢ne i magnetne polarizacije.



Zbog navedenog se, kao najpogodniji, u slucaju brzopromenljivih polja za reSavanje
potpunog  sistema  jednaCina  elektrodinamike najceS¢e  koristi ,,metod  Furierovih
transformacija“ (Joseph Fourier). Primenom ovog metoda, za ravne monohromatske talase mozemo

jednacine polja (kao i ostale veli¢ine) predstaviti u vidu harmonijskih funkcija polozaja i vremena:

E(r,t)=E,(k@)e (@K1 (1.5)
B(r,t)=B,(k,w)e | (@K1 (16)

odnosno, u uopstenom obliku kao:
v :%e—i (wt—k-r) :%e—l(a)t—klx—kzy—k32) w7

Primena Hamiltonovog (Wiliam Hamilton) operatora na navedene funkcije daje:

0 0 0 . . .
Vi = (91&“% 54‘63 5)1// =e, (iky)+e, (iky ) +e; (iky)

=i(ke, +k.e, +ke; )y =iky
proizvod iste funkcije i faktora ik . Odavde se vidi da je V=ik=ikn, , gde je n,=k/k
(k =kn, je odgovarajuci talasni vektor). Zaklju¢ujemo da se rotor i divergencija ma koje vektorske
funkcije tipa A(x, y,z) (talasne funkcije) mogu prikazati kao divA=V-A=ik-A , odnosno
rotA=VxA=ikxA .

Ako se pode od uobicajenih Maksvelovih jednacina (1.1 - 1.4), koje vaZe za materijalne
sredine, bez obzira da 1i su to sredine sa ili bez disperzije, 1 napiSu se za ravne monohromatske
talase frekvencie @ i talasnog vektora k , a divergencije i rotori svih veliina se zamene
odgovaraju¢im izrazima, a imaju¢i u vidu da diferenciranje po vremenu ma koje od ovih veli¢ina

daje proizvod iste funkcije sa —l@ , dobija se:

divD=ik-D=p, (1.8)
divB =ik-B =0, (1.9)
rotE =ik xE=iwB, (1.10)
rotH =ik xH = j—i@D. (1.11)

Ako se iz ovih jednacina eliminisu D i Hpomoc¢u odgovaraju¢ih materijalnih jedna¢ina: D = £E i
B=/4H i p pomocu zakona odrzanja slobodnih naelektrisanja: dp/ot+divj=0, u kojima se
prilagode veli¢ine pi j za brzopromenljiva polja u obliku ravnih monohromatskih talasa, ¢ime se

dobijaju Maksvelove jednacine za ravne monohromatske talase u obliku:

k-{é(k,a))ﬂM}E:O, (1.12)

w



k-B=0, (1.13)
kxE =B, (1.14)

kx,&1(k,a))B=—a){é(k,a))+iM]E . (1.15)
W

Veli¢ine € i g predstavljaju tenzore elektriéne i magnetne permeabilnosti, dok veli¢ina &

oznacava tenzor specifi¢ne provodljivosti. Ove veli¢ine su opStem slucaju kompleksne.
1.2. JEDNACINE ZA PROSTIRANJE RAVNIH ELEKTROMAGNETNIH TALASA

Bilo kakav poremecaj elektromagnetnog polja u nekoj sredini prostire se kroz nju u vidu
elektromagnetnih (EM) talasa. Da bi se izvele jednacine prostiranja ovih talasa, polazi se od
potpunog sistema jednacina elektrodinamike, koji ¢ine Maksvelove jednacine, koje u slucaju
sredine koja je homogena, izotropna i bez disperzije (vakuumu sli¢ne sredine) i za elektromagnetno
polje koje je slabo i lokalnog dejstva imaju oblik (1.1 - 1.4). Ovim jednacinama treba pridruziti i

odgovarajuce materijalne jednacine sredine, koje u sluc¢aju ovakvih sredine imaju oblik:

D=¢E (1.16)
B =uH (1.17)
j,=c(E+E") (1.18)

Elektromagnetno polje se moZe odrediti i pomocu elektromagnetnih potencijala (skalarni 1

vektorski), koji u navedenim uslovima zadovoljavaju diferencijalne jednacine:

E:—gradqﬁ:—%, (1.19)
ot
B=rotA, (1.20)
o’ 1
Ap—esu—=—-=p, 1.21
¢—eu pre Rl (1.21)
O°A :
AA—¢&u e =—4]. (1.22)

Neka se u vrlo maloj oblasti AV izazove izvestan poremecaj elektromagnetnog polja i neka
se pretpostavi da u preostalom delu polja nema spoljas$njih naelektrisanja, ni stranog elektricnog
polja, kao i da je srednja prostorna gustina slobodnih naelekrisanja jednaka nuli. Ove pretpostavke
ne moraju da znace da je i srednja strujna gustina jednaka nuli, na primer u metalnim provodnicima

u kojima ima jednak broj pozitivnih i negativnih naelektrisanja, ali se kre¢u samo negativna, tada ¢e

mik =mik

bitip=p" =01 j= : # 0. Takode, u samoj oblasti poremecaja moze biti i p # 0, zbog samog

poremecaja elektromagnetnog polja, usled kretanja slobodnih naelektrisanja (indeks mik oznacava



da se radi o mikrofizi¢koj veli¢ini). Primer ovoga su polovi induktora naizmenicne struje sa slike 1,

gde se periodi¢no menjaju algebarske vrednosti slobodnih naelektrisanja.

M

Slika 1: Polovi induktora naizmeniéne struje

Da bi se pod navedenim uslovima ispitalo ponasanje jaCine elektricnog i magnetnog polja
van oblasti gde je izazvan poremecaj, treba zameniti E* =0 i p =0 u materijalnim jedna¢inama,

¢ime se dobija j=j, =0E, tako da sistem Maksvelovih jednacina, posle eliminacije veli¢ina D i

H postaje:
divE=0, (1.23)
divB=0, (1.24)
rotE = _8_B, (1.25)
ot
rotB = uocE+ s,u%z (1.26)

Da bi se eliminisaloB treba obrazovati rotore leve i desne strane jednacine (1.25), nakon Cega Se
dobija! grad divE — AE =-0(rotB)/ ét. Koristeéi jednacine (1.23 i 1.26) konac¢no se dobija:

O’E oE
AE—-gu——puo—=0 1.27
HoT THO (1.27)
Isti postupak se moZe ponoviti sa jednac¢inom (1.26) i eliminisati E, Sto daje:
0B oB
AB—-gu—F-—puo—=0. 1.28
Moz THO (1.28)

Vidi se da jacine elektricnog i magnetnog polja u celoj oblasti van poremecaja, gde je p=0,

zadovoljavaju diferencijalne jednacine istog oblika 1 ponasaju se na isti nacin u prostoru i vremenu.

L rotrot A =grad divA—-AA



1.3. PROSTIRANJE RAVNIH TALASA U IDEALNIM DIELEKTRICIMA

U idealnim dielektricima vazi o =0. Za ravne talase, ako se za pravac prostiranja uzme X -
0sa, bilo koja komponenta y ja¢ina polja zavisiti samo od X i t w = l//(Xl,t), a talasna jednacina se
svodi na oblik:

Py 1oy
ox? V2 ot

=0, (1.29)

gde je uvedena oznaka v=1/./eu . U ovom sluaju se sve taCke u ravni prostiranja

elektromagnetnih talasa nalaze u istoj fazi oscilovanja (slika 2).

%
AN

v

N\

X

Slika 2: Prostiranje ravnih EM talasa u neprovodnoj sredini

Od posebnog interesa su ravni talasi Cije se talasne funkcije harmonijski menjaju sa
vremenom (tzv. mohoromatski ravni talasi). U ovom slucaju opste reSenje talasne jednacine, na vrlo

velikom rastojanju od izvora poremecaja, moze se prikazati kao superpozicija:

w(x,t)= 1‘1[t—£}r f, (t+£j. (1.30)
\" \"

Jedno partikularno resenje jednacine (1.29) je:
W=y, Sin[a)[t—%‘]+¢} (1.31)
pri emu su @ i ¢ integracione konstante. Za ¢ =0 i ¢ =x/2 bice:
v, =y,sino(t—x1v), (1.32)
W, =y, cosm(t—x"1v). (1.33)

Linearna kombinacija ova dva reSenja w, F iy, moZe se napisati kao?:

2 e =cosa+isina



v =y, Fiy, =y, exp(Fio(t—x7v)) (1.34)

Sto takode predstavlja partikularno reSenje iste talasne jednacine. Uzimajuéi X =T -fi,, gde je i,

jediniéni vektor pravca prostiranja faze, i uvedenjem tzv. talasnog vektora, k=wlv n, Ciji je

intenzitet talasni broj k =w/v =2/ A, partikularno resenje (1.34) postaje:

T-i(a)t—kx") ii(a)t—lz-F).

W =y,e =y,e (1.35)
Pri tome, jedino realni i imaginarni deo ovih izraza imaju neposredni fizicki smisao.
Kako funkcija v moze biti bilo koja komponenta jacine elektrénog ili magnetnog polja,

tako ¢e te veli¢ine zadovoljavati diferencijalne jednacine:

0’E 1 0E
-~ -0, 1.36
ox*  v? o’ (1.30)
’B 1 0°B
-2 -0, 1.37
ox* v* ot? (1.37)
Cija su dgovarajuca partikularna resenja, koja prikazuju ravne monohromatske talase, oblika:
o i (a)t —kx')
=E.e , (1.38)
o i (a)t — kX)
=B,e . (1.39)

Drugo partikularno reSenje, na primer za elektri¢no polje, razlikuje se od prvog samo sa

znakom u eksponentu ispred kx', tako opsti integral za jac¢inu elektri¢nog polja bice:

E= Eoe_i (ot -kA) + Eoe_i (et+k) : (1.40)

gde prvi ¢lan predstavlja ravni monohromatski talas koji se prostire u smeru X' ose, a drugi talas

koji se prostire u suprotnom smeru istom faznom brzinom v=w/K.
1.4. OSOBINE RAVNIH EM TALASA

Neka se posmatraju ma kakvi ravni elektromagnetni talasi, koji ne moraju biti
monohromatski, a prostiru se u pozitivnom smeru x -ose. Uz pretpostavku da je u posmatranoj
sredini van oblasti poremecaja p=0 , jedno partikularno reSenje diferencijalne jednacine

E =—gradg—0aA/ ot za skalarni potencijal biée ¢ =0. Zbog toga se Lorencov (Hendrik Lorentz)

o¢

uslov divA+ S'UE =0 svodi na divA=0. Elektromagnetno polje ovih talasa potpuno se odreduje

vektorskim potencijalom koji zadovoljava diferencijalnu jednacinu B =rotA:



aA 162A

. =0. 1.41
X2 VR ot (141)

Opsti integral ove jednadine, koji odgovara prostiranju ravnih talasa u pozitivnom smeru x -ose,

., . . .. X
bice proizvoljna funkcija argumenata t ——:
\Y

A= A[t —i] =A(&). (1.42)

v

Posto ni jedna od ovih komponenti ne zavisi od y i z', Lorencov uslov divA=0 postaje % =0

aAX 1 0°A

e =0. Zamenom u jedna¢inu (1.41) dobija se 0—— >=0, odnosno E . =-
X X

Ovakve konstantne komponente nemaju uticaja na elektromagnetne talase, koji su uslovljeni jedino

X —const.

vremenski promenljivim elektromagnetnim poljem. Zato se moze uzeti da je ova konstanta jednaka
nuli, jer AX. ne zavisi ni od x, ni od t, tj: A. =0, E =0. Iz ovoga se zakljucuje da promenljivo

elektri¢éno polje ravnih elektromagnetnih talasa nema komponenti u pravcu prostiranja faze, ovi

talasi su uvek transverzalni. Takode, lako se pokazuje da je za magnetno polje:

Ez—l[ﬁoxa—'&j:@(ﬁoxé), (1.43)

Vv o0&
: 1 = 1 . . . :
gde JeV=T. Posto je ELN, = B==-E=./euE . Vidi se da su vektori elektricnog i
gl v

magnetnog polja, zajedno sa pravcem prostiranja faze ravnih elektromagnetnih talasa, u svakoj tacki

medusobno normalni i da obrazuju desni tetraedar (slika 3).

///// (////

Slika 3: Uzajamni polozaj vektora E i B kod ravnog EM talasa
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Za odredivanje energetskih odnosa kod ma kakvih ravnih elektromagnetnih talasa

posmatraju se gustine energija elektricnog i magnetnog polja. Za izotropne sredine vazi da je



1 . 1 ) . ) .
W, ==¢E® i W, =——B”. Ove gustine se mogu povezati pomocu izraza B =./guE , i tako se

° 2 24
dobija da je W, =W, =%8E2 , odnosno, gustine energija elektricnog I magnetnog polja ravnih
elektromagnetnih talasa su medusobno jednake u svakoj tacki, a ukupna gustina energije

elektromagnetnog polja ovih talasa bice W = 2W, = ¢E®. Odgovarajuéi Pojntingov (John Poynting)

vektor bice odreden pomocu jacine elektri¢nog polja:

B-ExH =£(gxg)=£@[éx(ﬁoxé)}=E[ﬁo(é-é)—é(é-ﬁo)}(m)

ili posto je E L My -
P = [£E%A, odnosno P = [£E2. (1.45)
\ \ u

Intenzitet Pojntingovog vektora predstavlja elektromagnetnu energiju koja prostruji kroz
normalno postavljenu jedinicu povrsine oko uocene tacke u jedinici vremena (slika 4), a njegov

pravac i smer odreduju pravac i smer strujanja ove enrgije na tom mestu.

_—
NN 77\

_»/ _______________ | _

Slika 4: Intenzitet Pojntingovog vektora

Na osnovu toga proizilazi da je intenzitet ovog vektora brojno jednak energiji koja se nalazi

u paralelopipedu konstruisanom nad jedini¢nim poprecnim presekom i brzinom Vv, strujanja ove

enrgije ( P=Wyv, ). Zamenom vrednosti ukupne gustine energije elektromagnetnog polja i

v=1/./gu u izraz za intenzitet Pojntingovog vektora dobija se P = ¢E? L =Wv . Poredenjem

Veu
: . . . - : def p "
dva izraza za intenzitet Pojntingovog vektora vidi se da je: v,, = W v. Dakle, energija

elektromagnetnog polja ravnih elektromagnetnih talasa struji u pravcu i smeru prostiranja faze, a
brzina strujanja ove energije jednaka je brzini prostiranja faze elektromagnetnih talasa. Zato se u
tom slucaju moze govoriti o brzini i pravcu prostiranja elektromagnetnih talasa, $to se odnosi kako
na prostiranje faze, tako i na prostiranje energije. Medutim, u sloZzenim slucajevima to vise nece biti

moguce.






ODBIJANJE | PRELAMANJE SVETLOSTI

2.1. ELEKTROMAGNETNA PRIRODA SVETLOSTI

Maksvelova elektromagnetna teorija svestlosti (1864) se zasniva na CinjeniCi da Se mnoge
osobine svetlosnih i elektromagnetnih talasa poklapaju (brzina prostiranja u vakuumu,
transverzalnost itd.). Prema ovoj teoriji, svetlost se posmatra kao specijalan slucaj elektromagnetnih

talasa, kao samo jedan od spektara ovih talasa, koji se proteze od y-zraka do radio-talasa, te se
svetlost razlikuje od drugih talasa smo po frekvenciji, odnosno talasnoj duzini. Pri tome su jadine

elektri¢nog i magnetnog polja E i B ovih talasa one veli¢ine, koje se pri prostiranju svetlosti
periodicno menjaju u prostoru i vremenu, i u tom smislu ove veli¢ine moZzemo zvati svetlosnim
vektorima. Tada se osobine svetlosti moraju poklapati sa osobinama elektromagnetnih talasa, koje
su odredene opstim zakonima elektrodinamike i posebno onima koji se odnose na elektromagnetne
talase.

Poseban primer je monohromatska svetlost koja, kao i svaki ravan monohromatski talas,
pokazuje niz osobina karakteristi¢nih za sva talasna kretanja, interferenciju, difrakciju i polarizaciju
svetlosti. Medutim, u realnosti se ¢eSce srec¢e prirodna (nepolarizovana) svetlost, koja ne moze biti
strogo monohromatska i nastaje superpozicijom ravnih monohromatskih talasa raznih frekvencija.

Kao i ostali elektromagnetni talasi svetlost poseduje i niz drugih karakteristika, kao $to su
impuls 1 pritisak svetlosti. Pritisak svetlosti je i ekperimentalno potvrden, ¢ime je data dalja potvrda
Maksvelove torije, ali ovim i dalje nije bilo moguce objasniti niz optickih pojava u atomskim
razmerama (pr. fotoefekat), ¢cime se ukazuje na granice vazenja ove makrofizicke teorije. Zato je
uvedena dualisticka teorija svetlosti.

Pri tumacenju nekih optic¢kih pojava pomocu Maksvelove elektromagnetne teorije svetlosti
nisu potrebne nikakve dopunske pretostavke o atomsko-molekulskom mehanizmu pojave. To su
takve pojave kod kojih atomisticka sturktura ne dolazi eksplicitno do izrazaja, i na taj nain mogu
se objasniti na primer odbijanje i prelamanje svetlosti, interferencija, difrakcija, i polarizacija

svetlosti, kao 1 opticke pojave u kristalima.

2.2. ZAKON ODBIJANJA | PRELAMANJA SVETLOSTI

Osnova svih metoda geometrijske optike su zakoni prelamanja i odbijanja svetlosti.

Prou¢imo ove zakone na osnovu teorije elektromagnetnih talasa i u tom cilju uo¢imo ravan



monohromatski talas, koji se prostire u proizvoljnom pravcu odredenom jedini¢nim vektorom i,

(slika 5). Neka se kao pomoc¢na, posmatra X'-0sa U pravcu prostiranja talasa, tada je:

[ —i(a)t—kx’)_a —i(a)t_kr.ﬁo)_Ee—i(a)t—lz-F)
0]

E=E,e =E,e (2.1)

Jednacina (2.1) predstavlja ravni mnohromatski talas koji se prostire u pozitivnom smeru X' -0Se

faznom brzinom v=cw/k, gde je k = @ fi, talasni vektor.
v

Y 4

v

Slika 5: Ravan monohromatski talas koji se prostire u pravcu

koji je odreden vektorom [,

Slucaj kada takav talas padne na grani¢nu povr§ dveju sredina prikazan je na slici 6. Kao

tacka upada odabran je koordinatni pocetak, pravac normale za Z -0Su, a pravac Y -ose u grani¢noj
povrsi izabran je tako da pravac prostiranja upadnog talasa i normala na grani¢nu povrs leze u YZ -

ravni.

Ako se sve veli¢ine koje se odnose na upadni, odbijeni i prelomljeni talas oznace indeksima

1, 1"i 2 i ako se ima u vidu da je u izabranom koordinatnom sitemu k, =0, k =k sing,,

k, =k, cosd,, jacine elektri¢nog polja upadnog, odbijenog i prelomljenog talasa mogu Se napisati u

obliku:
v _ Ele_l (a)lt_kl : f) _ Ele_i(wlt —k,sing, y —k, cosé, z), 22)
E’od _ "e_|<a)l't_ 1' F) _ E’le_i(a)l’t_kl'xx_kllyy_kl'zz)’ (23)
LAo=K T) (oKX =k, y —ky2)

E” =E,e =E,e : (2.4)



Slika 6: Odbijanje i prelamanje talasa na grani¢noj povrsi

Da bi se ispitalo ponaSanje elektricnog i magnetnog polja ovih talasa na uocenoj grani¢noj
povrsi, primenjuju se granic¢ni uslovi elektrodinamike, koji ovde zbog odsustva povrSinskih
naelektrisanja i struja u opstem slucaju imaju oblik:

Pon = Bint Do =Dy, (2.5)
Hy =Hy By =By,
pri ¢emu se ova polja u prvoj sredini sastoje od polja upadnog i odbijenog talasa. Ako se primeni

cetvrti od ovih grani¢nih uslova na na$ slucaj, tangencijalne komponente jacina elektricnog polja u

obema sredinama na granicnoj povrsi z =0 moraju biti medusobno jednake, odnosno:
E®+E™ =E" za z=0. (2.6)
Ovaj uslov u eksplicitnom obliku glasi:

A, e_i(a’lt_kly sing; Y) vy e—i(a)it _kllxx_kllyy) — A, e_i(a)zt_kzxx_kay) 2.7)
. . =A, : :

Da bi ova jednakost bila zadovoljena za ma koje vrednosti nezavisno promenljivin t,x i vy,

odgovraju¢i koeficijenti u eksponentima moraju biti medusobno jednaki, odnosno:

o =0=w0,, (2.8)
k;sing, =k, =k,, (2.9)
K. =0ik,=0. 2.10)

Iz prve relacije se moze zakljuciti da se frekvencija svetlosti ne menja pri njenom odbijanju i

prelamanju. Poslednja relacija pokazuje da talasni vektori IZl' i IZZ odbijenog i prelomljenog talasa
leZze u upadnoj YZ-ravni, u kojoj lezi i talasni vektor |Zl upadnog talasa. Na osnovu toga i slike
zakljucuje se da je k1'y =k, sing,, k,, =k, sind,, pa ako se jo$ pretpostavi da su sredine prozracne,

proizilazi:



: sing v
=0, —Lr="=n,. 2.11
1 1 Sint92 VZ 12 ( )

Iz prve relacije i (2.10) vidi se da je pri odbijanju svetlosti upadni ugao uvek jednak
odbojnom, a pravci prostiranja oba talasa i normala na granicnu povrs leze u istoj ravni (zakon
odbijanja svetlosti). Druga relacija zajedno sa (2.10) ukazuje da je pri prelamanju svetlosti odnos
sinusa upadnog i sinusa prelomnog ugla stalan i jednak odnosu odgovarajuc¢ih brzina prostiranja
svetlosti, a pravci prostiranja ova dva talasa i normala takode leze u istoj ravni (zakon prelamanja
svetlosti). Ovaj stalan odnos naziva se relativni indeks prelamanja druge sredine u odnosu na prvu i

oznacava se sa N, =n,/n;, gde su n, i n, indeksi prelamanja sredina 1 i 2. Na taj nacin ova dva

zakona optike proizilaze kao neposredna posledica opstih grani¢nih uslova elektrodinamike.
2.3. FRENELOVE FORMULE

Da bi se detaljnije ispitali uzajamni odnosi izmedu jednacina elektricnog polja upadnog,
odbijenog i prelomljenog ravnog svetlosnog talasa, i uz pretpostavku da je upadna svetlost

monohromatska, a posmatrane sredine homogene i izotropne, tako da za ovakve talase vaze

materijalne jednacine u obliku: E=E,(7)e™ i B=B,(r)e™, tada se koristi slede¢a veza izmedu

= 1/ = 0]
ja¢ina elktriénog 1 magnetnog polja;: B=—(k xE k=—./g &i. . Ova relacija vazi
J g g g poj a)( ) c \/ M, i

sasvim generalno, nezavisno od toga da li su posmatrane sredine prozracne ili apsorbujuce, pri tome
su & 1 f, funkcije od @. Na slici 7 je prikazan upadni talas ¢ije su jacine elektri¢nog i magnetnog
polja podeljene na komponentu koja leZi u upadnoj ravni YOZ i na komponentu koja je normalna

na nju:

E=E+E, i B=B+B,. (2.12)

Slika 7: Prelamanje i odbijanje EM talasa



Ako se gornjim izrazom zameni E u vezi izmedu jadina polja sa desne strane, prvoj

komponenti E,, odgovara¢e komponenta B koja je normalna na upadnu ravan, a EL, ona koja lezi

>
u toj ravni. Na taj nacin, dobijaju se sledece veze izmedu ovih komponenti ja¢ina polja:

= 1/~ = k = l/= = k

B, :g(k xE, ). B -—E. B :g(k xE )i B, -—E,. (2.13)

Jo§ se pretpostavlja da materijalna jednadina koja povezuje veli¢ine B i H , u obema
sredinama pribliZno ima oblik B = uOH (jer je u, =1). Radi lakSe analize ovog problema podesnije

je posmatrati dva slucaja, kada je upadni svetlosni talas linearno polarizovan normalno na upadnu

ravan 1 kada je linearno polarizovan u samoj upadnoj ravni. U opStem slucaju, kada vetkor E
upadnog talasa ima proizvoljan pravac normalan na pravac prostiranja ovog talasa, jacina

elektri¢énog polja u svakom talasu moze se dobiti superpozicijom nadenih reSenja za ova dva slucaja.



2.3.1 ELEKTRICNO POLJE NORMALNO NA UPADNU RAVAN

U ovom slufaju ée postojati samo komponente E

. i B, (odnosno H, ) u upadnom,

odbijenom i prelomljenom talasu. Ovakva situacija prikazana je na slici 8.

Slika 8: Elektri¢no polje normalno na upadnu ravan. KruZi¢ima je naznaceno da su komponente E, usmerene ka

¢itaocu

Posto u tom slu¢aju nema vektora E i D normalnih na graniénu povr, graniéni uslov
B,, = B,, daje samo identi¢nost, a od ostalih najpogodniji su E, =E, i H, =H,, tj. jednakosti
tangencijalnih komponenti vektora E i H na grani¢noj povrsi.

Tangencijalne komponente jacine elektricnog polja u pravcu x-ose poklapaju se sa
odgovaraju¢im normalnim komponentama ovih veli¢ina u odnosu na upadnu ravan. U prvoj sredini
ova tangencijalna komponenta je E'* + E*, a u drugoj E™", tako da jednakost ovih komponenti na
grani¢noj povrsini daje:

EP+E* =E". (2.14)

Tangencijalne komponente vektora H u pravcu y-ose u prvoj sredini, prema slici 8, ima

oblik H”Od cos 4 — HPcosd, a u drugoj —H" cos9,. Jednake su na grani¢noj povrsini, iz toga je
H”Od cosg —H," cosg =—H" cos 9, . S obzirom na zakon odbijanja (9, = 9 ) sledi:
cos g (H” —H )=cosg,H/". (2.15)

Svaka od ovih komponenti vektora H se moZe izraziti pomoéu odgovaraju¢e komponente vektora

E: H, = 3 B, = 1k E,. Zamenom u jednacinu (2.15) dobija se:

Hy Hy ©



cosl9l[ K E'P kb Ej“]:cos&2 . EM,
Ho® Ho® Ho®
odnosno
k,cos g (Ef —EY’) =k, cos E}". (2.16)
od pr
Sada se mogu na¢i odnosi E—t [ E—t:
EF EP
od pr od pr
E__E -1, Kk cosl91E—t+k2 cos 9, E—ﬁ =k, cos g .
EP EY EY E”

Resenja ovih jednacina su:

EXY kcosd —k,cosd,
E®  k,cosd +k,cos,’

(2.17)
EF 2k, cos 9
E® k,cosd +k,cos9,

Ona se mogu iskazati i pomoc¢u odgovaraju¢ih relativnih dielektricnih permeabilnosti sredina
&, (@) i &, (w), koje su u opstem slucaju kompleksne veli¢ine i eksplicitno zavise od :

E¥  J&, cosd —.[&, cosd,
EP &, cosd +./&, cosd,

(2.18)
EY 2,/&,, COSY
EP  J&, c0sd +.[&, cosd,

2.3.2 ELEKTRICNO POLJE U UPADNOJ RAVNI

Ako elektriéno polje upadnog talasa lezi u upadnoj ravni, bi¢e komplementarne komponente

E, i B , , 0dnosno H _» uodnosu na prethodni slucaj (slika 9).



Slika 9: Elektri¢no polje lezi u upadnoj ravni. Kruzi¢ima je naznadeno da su komponente H N

usmerene ka ¢itaocu

| ovde se mogu primeniti isti grani¢ni uslovi kao u prethodnom slucaju, a to su jednakosti
tangencijalnih komponenti vektora E i H na grani¢noj povrsini. Tangencijalna komponenta
vektora H u pravcu x-ose u prvoj sredini je H + H*® a u drugoj H" i one na grani¢noj povrsini

moraju biti jednake:

HP +H® =HP, (2.19)
Ma koja od ovih komponenti moZze se svesti na odgovaraju¢u komponentu vektora E :
1 1 k
H =—B =——F,.
Ho Hy ©

Uvodenjem u prethodnu relaciju, i skra¢ivanjem faktora —— dobija se:
Ho@

k (E” +Ep’) =k E/". (2.20)

Tangencijalne komponente vektora E u pravcu y-ose, u prvoj sredini ¢e biti oblika

" Cosd — E”Od cos 9, a u drugoj E" cosd,. Njihova jednakost na grani¢noj povrsini daje:

* cos g —E cos g =E cos 9.
Na osnovu zakona odbijanja & = 4 :
cos 9, (EP —E* ) =cos G,E" . (2.21)

: . : . CEY B
1z ovih relacija mogu se na¢i nepoznati odnosi # I# :
I I



EX  k,cos9 —k cosd,
E” k,cosd +k cosd,’
E"  2kcosd

E" k,cosd +k cosd,

(2.22)

Ovo se moze pokazati u funkciji odgovaraucih relativnih dielektricnih permeabilnosti sredina:
E _ &, C0SY — /&, COSY,
EP /&, cosd +.,[&, cosd,’
pr ~
E, _ 2\/&, C0s Y
E’ &, cosd +,/&, cosd,

(2.23)

Navedene formule odreduju relativne vrednosti paralelnih i normalnih komponenti jacina
elektriénog polja odbijenog i prelomljenog talasa u odnosu na vrednost odgovaraju¢e komponente

jacine polja upadnog talasa i nazivaju se Frenelove formule.
2.3.3. SLUCAJVIPROZRACNE | NEPROZRACNE SREDINE

Ako su obe posmatrane sredine prozra¢ne i neprovodne, osnosno ako su im imaginarni

delovi é(a)) i ﬁ(a)) zanemarljivi u odnosu na njihove realne delove, pomoc¢u zakona prelamanja
svetlosti mozemo Frenelove formule transformisati u jednostavniji oblik, na osnovu toga Sto je

veli¢ina /& () fi, (o) tada realna i predstavlja indeks prelamanja sredine:

n=\2 (@) i (0) = [& (). (2.24)

« - .. . . . . v N . .
U tom slucaju se relativni indeks prelamanja, definisan kao odnos faznih brzina — , moze prikazati

V2
kao:
C
v a (@) (0) & () n,
n,=—= — =
2 c &, (a)) n,
\/‘ézr (a)) Ly, (a))
Onda ¢e zakon prelamanja svetlosti biti:
sing, & (@) n, 2.25)

sin 92 \/é’lr (60) n .
Sada se u Frenelovim formulama veli¢ine /&, (@) (j=1,2) mogu zameniti sa n;, na taj na¢in

J 2

uvodeci indekse prelamanja obe sredine:



EXY ncosd-n,cos4 EP  2ncosd (2.26)
E® ncosd+n,cos9,  E™ ncosd+n,cosd, '

Koriste¢i zakon prelamanja, mogu se eliminisati i indeksi prelamanja, ¢ime ¢e se eliminisati i

karakteristike sredina, tako da ostaju samo upadni i prelomljeni ugao:

n sin g,
o C0SY ——%c0sY, cosY—-——1cosd, .
EF " n P sing 7 sin(4,-4)
up F N .
EX cosg+2cosd, cosg+ % cos 9, sin(% +49)
n sin g,
Sli¢nim postupkom dobija se:
E¥  sin(%4-8) EM 2cosdsing, (2.27)
EP  sin(&+9,) EP sin(4+%)’ '
Ef* _9(%-%) B _ 2¢0s 9 sin 9, (2.28)

EP tg(4+9%) EP sin(9+9,)cos(4-%)

Ako su ipak posmatrane sredine neprozracne (apsorbujuce), odnosi komponenata ja¢ina elektricnog

polja koje odreduju Frenelove formule ne predstavljaju viSe realne veli¢ine. U tom slucaju veli¢ina

& (o) fi, (w) je komleksna i moze se napisati u obliku:

n+ik =2, (0) £, (o) - (2.29)

Time su definisani indeksi prelamanja n i koeficijent apsorbcije k za takve sredine. Tada se u
Frenelovim formulama veli¢ine /&, (@) (j=1,2) moraju zameniti izrazima ovog tipa. Time se
dobijaju formule koje bi se od prethodnih razlikovale samo po tome §to bi u njima umesto
n, (j =1, 2) figurisali izrazi n; +ik;. Medutim, zbog kompleksnosti ovih odnosa, od veceg interesa

su njihove apsolutne vrednosti, koje odreduju odnose odgovaraju¢ih gustina energija

elektromagnetnog polja.



2.4. KOEFICIUENTI REFLEKSHE | TRANSMISIJE

Posto se pri odbijanju i prelamanju svetlosti sa talasima prenosi i energija njihovog
elektromagnetnog polja, vazno je odrediti koliko se od upadne energije odbije na grani¢noj povrsini,
a koliko propusti u drugu sredinu. Zato se uvode dva bezdimenziona koeficijenta, koji daju
informacije o tome.

KOEFICIJENT REFLEKSIJE se definiSe kao odnos srednjih vremenskih vrednosti fluksa
odbijene energije i fluksa upadne energije u pravcu normale na grani¢nu povrs. Imajuci u vidu da
intenzitet Pojntingovog vektora predstavlja energiju koja prostruji kroz normalno postavljenu
jedinicu povrsine u jedinici vremena, koeficijent refleksije bi¢e jednak odnosu srednjih vremenskih

vrednosti z-komponenti Pojntingovog vektora u odbijenom i upadnom talasu:

—od

P

—od .
oef P -cos (2.30)

—up .
P -cosd

= =
P

Ova srednja vremenska vrednost Pojntingovog vektora ravnog monohromatskog talasa u

disperzionoj sredini data je izrazom:

p-1 /Z((Z)) . (2.31)

Imaju¢i u vidu da su odbijeni 1 upadni talas u istoj sredini, a prema zakonu odbijanja

svetlosti je 4 =4 , onda je koeficijent refleksije jednak odnosu kvadrata intenziteta ja¢ina

elektri¢nog polja u odbijenom 1 upadnom talasu:

—od

Rzt = . (2.32)

KOEFICIJEN TRANSMISIJE se definiSe kao odnos srednjih vremenskih vrednosti fluksa

propustene enrgije i fluksa upadne energije u pravcu normale na povrs:

P, | oo
def z .
Tol 1o L (2.33)

P, P .cos$

Onda ¢e za upadni i prelomljeni talas biti:



Eup _ 1 él(a))

;7 =—

2\ H

Efr:l 52(60) ‘Eprz
2\} Hy

Tada se koeficijent transmisije moZze napisati u obliku:

- 12
p”. &, |[E™| cos
T P -cosd, _N% 2 (2.35)

Sup — | =y |2
P .cosd [&, |E™| cosg

Posto se fluks energije upadne svetlosti na grani¢noj povrs$ini razlaze na fluksove energija odbijene i

~ 2
E®| cosg,

(2.34)

oS 4,.

prelomljene svetlosti, onda vazi:

—pr

P:

—up

Py |+ =|P;

Deljenjem obe strane sa , proizilazi da je zbir koeficijenata refleksije i transmisije jednak

jedinici (R+T =1).
Ako se ove relacije primene na svetlost polarizovanu normalno na upadnu ravan, jednaéine

elektri¢nog polja u svakom talasu imac¢e samo komponente E L

= od 2 — — 2
E’ &, c0s9 — /&, cos 32|

R, =—L -]\ ~ . (2.36)
‘Efp &, COS Y, +./&, cosl92‘

Ako se primene na svetlost polarizovanu u samoj upadnoj ravni, jacine elektri¢cnog polja u

svakom talasu ima¢e samo komponente E“ :

‘Eod

2
&, C0S G — /&, COS S, |

«/ cos 4 + glrcos.9‘

Ove dve jednacine vaZe sasvim generalno, nezavisno od toga da li su posmatrane sredine

R = (2.37)

EUp

prozra¢ne ili ne. Ako svetlost pada normalno na grani¢nu povrs, kad su i1 upadni i prelomni ugao

jednaki nuli, oba koeficijenta se poklapaju:

TR

Vidi se da su pri normalnom upadu polarizovane svetlosti na grani¢nu povr§ obe

(2.38)

(Ri)si _( )

komponente E, i E, jatine elektri¢nog polja jednako oslabljene u odbijenom i prelomljenom

talasu, tj. isti deo svetlosti se odbija odnosno propusta, bez obzira da li je ova svetlost polarizovana

normalno na upadnu ravan ili u samoj upadnoj ravni.



Sve dosada navedene formule su opSteg karaktera, pri ¢emu su kod prozracnih sredina
veli¢ine /é i realne i predstavljaju indekse prelamanja n;, dok su kod neprozracnih sredina ove
veli¢ine kompleksne i jednake n; +1ik;, tj. njihov imaginarni deo je koeficijent apsorpcije sredine.

Ako se posmatranje ogranici na slucaj kada svetlost pada normalno na grani¢nu povrs i ako

su obe posmatrane sredine prozracne i neprovodne, koeficijent refleksije ima sledeci oblik:

(R )40 =(Ri)y {nizzj:[igi]z (2.39)

Ako je ipak jedna od sredina neprozra¢na (apsorbujuc¢a), na primer druga, tj. ako svetlost

normalno pada iz prozratne na neprozratnu sredinu, bice: /&, =n,, /&, =n,+ik, . Onda je

koeficijent refleksije u ovom slucaju:

(R0 =(R1),

Posto je apsolutna vrednost koli¢nika dva kompleksna broja jednaka koli¢niku njihovih apsolutnih

—(n, +ik, )|
|n +(n +ik, )

vrednosti, bice:

nl—nz—ik2|_ (nl_n2)2+k22

o+, ik, | (n+n,)" +k?2 |

n+|k|
n+|k‘

Tada se prethodni izraz svodi na sledeci oblik:

2
n-n,) +k’
(R )40 =(Ri)y (o) (2.40)
(n,+n ) +k
I u grani¢nom slucaju kada k, — 0, izraz prelazi u onaj za prethodni slucaj, a ako je k, >>n; on

tezi jedinici, bez obzira na vrednost koeficijenta apsorpcije K, .

Postoji jos$ jedan slucaj, kada je svetlost polarizovana u proizvoljnom pravcu, tako da ravan

polarizacije sa upadnom ravni gradi ugao « . Tada je E =Ecosa, E, =Esina, gde je E
intenzitet amplitude upadnog talasa.
U tom slucaju je energija odbijenog talasa srazmerna zbiru kvadrata intenziteta jacine polja
E i E , odnosno oblika:
W —R E?+R Ef =E*(R,sin’ a+R cos’a).
Koeficijent refleksije ¢e biti:

HoY 2
R, =R, sIn"a+R, cos” a.



Ukoliko se posmatra prirodna nepolarizovana svetlost, koeficijen refleksije dobice se

usrednjavanjem prethodnog izraza po svim vrednostima ugla « : R=R,sin*a + R”cos2 o . Posto su

u ovom sluéaju svi pravci vekota E (kao i B) podjednako verovatni, bice:

1
R:E(RJRH). (2.41)

Prema tome, kod prirodne svetlosti isti doprinos energiji odbijenog talasa daju komponente

E i E” jacine elektricnog polja koje leze normalno na upadnu ravan odnosno u samoj upadnoj

ravni, i to nezavisno od upadnog ugla. Sa druge strane, keficijent transmisije se moze izraCunati u
svim ovim sluc¢ajevima po svojoj definiciji, koja vazi za prozra¢ne i neprozracne sredine. Medutim,
to nije neophodno, jer kada je odreden koeficijent refleksije, lako se moze odrediti koeficijent

transmisije preko veze T =1-R.

2.5. POSLEDICE FRENELOVIH FORMULA

Postavlja se pitanje da li se u izotropnoj prozrac¢noj sredini neka od komponenti jacine

elektriénog polja ugasi usled odbijanja i prelamanja svetlosti. Na osnovu Frenelovih formula:

EY __sin(9-9%) EP _2cosgsind,

EP  sin(3+9,) EP  sin(&+9) "

E _9(4-9%) " _ 2c0s 9 sin 9, |
E’ t9(4+9) E/” sin(4+9)cos(4-9)

moze se zakljuciti da se normalna komponenta nikada ne moZze ugasiti. Medutim, paralelna
komponenta u odbijenom talasu gasi se kada je tg(19l+l92):ioo, odnosno, kada je 4 + 9, :%. U
tom slucaju, vektor elektricnog polja osciluje samo u jednom pravcu, normalno na upadnu ravan, te
je odbijena svetlost linearno polarizovana, a posto je 4 =4, onda se prema 4 +9, = % ; vidi da su

pravci prostiranja odbijenog 1 prelomljenog talasa medusobno normalni (slika 10).
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Slika 10: Prelamanje pod Brusterovim uglom
Indeks prelamanja se svodi na:
sin 4 sin 4
M2 = sin 91 B r — =194,
2 sin (2 - Slj
g% =n,. (2.42)

Prema tome, ako prirodna svetlost padne na grani¢nu povrS pod uglom ¢iji je tangens jednak
indeksu prelamanja druge sredine u odnosu na prvu, u odbijenom talasu preostaje samo normalna
komponenta, te je odbijena svetlost linearno polarizovana, normalno na upadnu ravan. Ovaj zakon
se naziva Brusterov (David Brewster) zakon i pokazuje da se u izotorpnoj sredini polarizovana
svetlost moZe dobiti odbijanjem prirodne svetlosti pod navedenim uslovom.

Ako je n, <1, odnosno ako je n, <n,, pri prelasku svetlosti iz prve sredine u drugu, pocev

od izvesne vrednosti upadnog ugla § takve da je sin.g =n,,, prema zakonu prelamanja bice:

sin g, :isin g >1. (2.43)

12

Tada je ugao §, imaginaran. Onda se ne javlja prelomljeni, ve¢ samo odbijeni talas kao na slici 11.



Slika 11: Totalna refleksija svetlosti

Zato se ova pojava naziva totalna refleksija svetlosti. Frenelove formule vaze i u ovom slucaju.
Neka je:
sing, =n>1, (2.44)

cos g, =+,/1-sin’ &, =+iva®-1. (2.45)

i neka se Frenelove formule napiSu u obliku:

- - d - -
EX sing,cosg-sindcosd E sindcosd —sing, cosd,

- ) i R . 246
E® singcosd +sindcosd, EP sindcosd +sind, cosd, (2.48)
posle zamene sin Y, i cosY, u ovim izrazima dobice se:
E* acosd Fiva®-1sing E* singcosd Fiava® -1 (2.47)

E” acosd tiva?-1sing E singcosd tiava?-1
U oba ova izraza brojilac i imenilac su uzajamno konjugovano kompleksni, oblika x Fiy, a posto je
apsolutna vrednost takvog izraza:
R 00
xiiy| Ixxiy]  /x2+y?

apsolutne vrednosti gornjih izraza jednake su jedinici, oba koeficijenta refleksije prema definiciji

bice:
2

7 =1, Rﬂ:

2

~=1. (2.49)
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Odavde se vidi da su pri totalnoj refleksiji oba koeficijenta refleksije jednaka jedinici,
odnosno sva upadana energija odbija se sa odbijenom svetloscu.

Medutim, prelomljeni talas ipak postoji i on je odreden izrazom:

TG ) (2.50)



S obzirom na to da je «,, =0, izraz dobija slede¢i oblik:

: _ e
Epr:Eze—l(a)t—kzsmSZy—kzcosélzz)=Eze I(ca kzay+|k2\/ﬁz)’
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Epr:EZeikzx/a ~1z -i(ewt-kay) (2.51)

Posto je u drugoj sredini z <0, a kada |Z| — oo jacina elektri¢nog polja ne sme teziti beskonacnosti,

od dva navedena znaka u eksponentu mora se uzeti znak +, ¢ime se prethodni izraz moze napisati u

slede¢em obliku:

L L Kz —i(awt- ,
E" =Ee 2 it —kay) oy g (2.52)
To znaci da elektricno polje upadne svetlosti delimi¢no prodire i u drugu sredinu, ali

njegova jacina opada eksponencijalno sa dubinom i prostire se duz grani¢ne povrsi u upadnoj ravni.



